Sistem disjunktnih skupova

Razmotricemo strukturu sistem disjunktnih skupova (engl. "disjoint-set-union", ruski
"cucrtema Henepecekarwwmuxca MHoxecTB", skraceno DSU).

Na pocCetku imamo nekoliko elemenata i svaki se nalazi u svom skupu. Operacije su: spojiti
neka dva skupa (tj, napraviti njihovu uniju) i ispitati u kom se skupu trenutno nalazi neki
element. U klasiCnoj varijanti, postoji joS i operacija dodavanja novog elementa koji se
smjeSta u odvojeni skup. Osnovne funkcije su:

e make_set(x) — dodaje novi element X, smjeSta ga u novi skup koji ima samo taj jedan
element

e union_sets(x,Yy) — unija dva skupa (skupa koji sadrzi x i skupa koji sadrzi y)

e find_set(x) —vraca u kojem je skupu element x. U stvari, vriacamo jedan element tog
skupa koji nazivamo predstavnikom ili liderom skupa (engl. Leader). Lider se bira u
svakom skupu u strukturi podataka i moze se mijenjati (naime poslije poziva
union_sets())

Na primjer, ako poziv find_set () za neka dva elementa vraca istu vrijednost, to znaci da ti
elementi pripadaju istom skupu, a inace su u razliCitim skupovima. NasSa struktura je takva da
se svaka od navedenih operacija obavlja u prosjeku za 0(1).

Efikasha struktura podataka

Skupove elemenata Cuvacemo u obliku drveta: jedno drvo odgovara jednom skupu. Korijen
drveta bice lider tog skupa. Uvodimo niz parent, u kojem za svaki element Cuvamo
pokazivaCa na njegovog pretka u drvetu. Za korijen drveta, smatracemo da je njihov predak
sam korijen.

Naivna realizacija

Sada moZemo napisati prvu veziju strukture. Ona nece biti efikasna, pa ¢emo je kasnije
poboljSati uvodenjem dvije heuristike, tako da dobijemo skoro konstantno vrijeme izvrSavanja
operacija. Sva informacija se Cuva u nizu parent. Da bi dodali novi element (operacija
make_set(v)), samo kreiramo drvo sa korijenom u v i postavimo da je njegov predak on
sam. Da bi spojili dva skupa (operacija union_sets(a, b)) prvo nademo lidere skupova u
kojim se nalaze a i b. Ako su lideri isti, niSta ne radimo — to znaci da skupovi ve¢ spojeni. Ako
lideri nisu jednaki, onda prosto mozemo reci da je predak b jednak a (ili obratno), i na taj
nacin smo spojili skupove. Na kraju, operacija trazenja lidera (find_Set(v)) je jednostavna:
krecemo se po precima ¢vora v, sve dok ne dodemo do korijena tj. dok pokazivac ne
pokazuje na samog sebe. Zbog optimizacija koje ¢emo kasnije uraditi, pogodnije je da ova
operacija bude rekurzivna.

void make_set (int v
parent|[v] = v;

int find_set (int v
if (v == parent|v
return v;



return find_set (parent|[v]);

void union_sets (int a, int b
a = find_set (a);
b = find_set (b);
if (a !'=b
parent|[b] = a;

Medutim, ova implementacija je daleko od efikasne. Lako je napraviti primjer u kojem ¢e drvo
koje predstavlja skup u stvari biti dugacka lista, pa ¢e svaki poziv funkcije find_set biti
proporcionalan duzni liste tj. 0(n). To je mnogo gore od onoga Sto mi zelimo.

Heuristika kompresije puteva

Heuristika kompresije (sazimanja) puteva je predvidena za ubrzanje rada funkcije
find_set (). Ideja je sljedeca: poslije poziva find_set (v)kada nademo Zeljenog lidera p
za skup, zapamtimo da je za €vor v i sve ¢vorove po Koji su njegovi preci lider upravo p. To je
najlakSe uraditi tako Sto za sve te ¢vorove preusmjerimo parent da pokazuje upravo na p.
Na taj nacin se donekle mijenja smisao niza parent: sad je on saZeti niz predaka tj. za svaki
¢vor se u nizu ne Cuva neposredni predak, vec predak pretka, predak pretkovog pretka, itd.
Sa druge strane, jasno je da ne mozemo dopustiti da svi elementi niza parent uvijek
pokazuju na lidera, jer bi poslije svake operacije union_sets morali obnavljati niz parent u
0(n) elemenata. Zbog toga, nizu parent pristupamo kao nizu predaka, koji je moguce,
djelimi¢no sazet. Na slici je prikazan efekat kompresije puteva.
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Nova implementacija ima sljedeci oblik:

int find set (int v

if (v == parent|v
return v;
return parent|[v] = find_set (parent|v]);

Ova implementacija radi sve $to nam je trebalo: prvo pomocu rekurzivnih poziva nalazi lidera
skupa, a zatim u procesu povratka sa steka poziva tog lidera dodjeljuje svim ¢vorovima po



kojima je prosSla funkcija. Moze se napisati i nerekurzivna verzija ove funkcije, ali tada se
mora dva puta proci kroz niz: prvi put da se nade lider, a drugi put da se preusmjere preci za
cvorove na putu do lidera. Medutim, u praksi, nerekurzivna verzija ne donosi nikave znacajne
prednosti u odnosu na rekurzivnu.

SloZenost operacija uz heuristiku kompresije puteva

Dokazacemo da je sloZzenost u prosjeku logaritamska: 0( Llogn). Primjetimo da kako
operacija union_sets predstavlja dva poziva operacije find_set() ijoS 0(1) operacija,
dovoljno je da odredimo slozenost operacije find_set (). Uvedimo pojam tezine Cvora V tj.
broja potomaka tog ¢vora, ukljuCujuci i samog v, i oznaCimo ga saw[Vv]. TeZine ¢vorova se u
procesu rada algoritma mogu samo uvecavati. Uvedimo i pojam raspona grane (a, b) kao |
w[a]-w[b]]| (jasno je da je tezina pretka veca od tezine potomka). Raspon proizvoljne
grane moZze se samo povecavati tokom rada algoritma. Grane podijelimo u klase na sljedeci
nacin: grana ima klasu k ako raspon grane pripada intervalu {2}‘,2“+1 - 1] , pa ¢e klasa grane
biti cio broj iz intervala 0,/logn| | . Fiksirajno proizvoljan ¢vor x i pogledajno kako se mijenja
grana u njegovom pretku: na pocetku je nema, jer je X lider; zatim imamo granu iz X u neki
drugi ¢vor (kada se skup koji sadrzi x spaja sa nekim drugim skupom) i zatim se mijenja pri
kompresiji puteva u pozivu find_set, Samo nas interesuje posljedniji slucaj, jer prva dva
slucaja imaju slozenost 0(1) za jedan upit.

Razmotrimio rad operacije find_set: prolazimo kroz drvo duz nekog puta, briSemo sve
grane sa tog puta i preusmjeravamo ih u lidera. Posmatrajmo taj put i isklju¢imo iz njega
posljednju granu iz svake klase (tj. najvise po jednu granu iz svake od klasa 0,1,..., [logn| ).
Na taj na¢in smo iskljugili O([1ogn| ) grana iz svakog upita. Razmotrimo sada sve ostale
grane tog puta. Za svaku takvu granu klase k, ima josS jedna grana klase k u putu (inaCe bi
morali iskljuciti ba$ tu jednu granu klase k). Tada Ce, poslije kompresije, ta grana biti
zamijenjena sa granom klase bar k+1. PoSto se raspon grane ne smanjuje, dobijamo da za
svaki Cvor koji je obiSla operacija find_set, grana u njegovom pretku je ili iskljuCena ili
uvecala klasu. Otuda se dobija sloZzenost za m upita: 0( (n+m) Logn), Sto za m>=n daje
logaritamsko vrijeme za jedan upit.

Heuristika spajanja po rangu

Razmotricemo heuristiku koja sama za sebe ubrzava rad algoritma a u paru sa heuristikom
kompresije puteva dostiZze prakticno konstanto vrijeme rada u prosjeku. Ova heuristika
podrazumijeva manju izmjenu operacije union_set: spajanje drveta obavljamo po rangu
drveta a ne slucajno, kako je to bio slu¢aj kod naivne implementacije. Postoje dvije vrste
heuristike po rangu: u jednoj je rang drveta broj cvorova u njemu a u drugom je dubina drveta
(taCnije, gornja granica na dubinu drveta, jer pri kompresiji puteva stvarna dubina drveta se
moze smanijiti). U obje varijante, sustina heuristike je ista: pri izvrSenju operacije
union_sets drvo sa manjim rangom pripajamo drvetu sa ve¢im rangom.

Implementacija gdje je rang broj évorova u drvetu:
void make_set (int v

parent|v]| = v;
size|v] = 1;



void union_sets (int a, int b

a = find_set (a);

b = find_set (b);

if (a!'=b
if (sizela] < sizelb

swap (a, b);

parent|[b] = a;
sizela] += size[b];

Implementacija gdje je rang dubina drveta:

void make_set (int v
parent|[v] = v;
rank[v] = 0;

void union_sets (int a, int b
a = find_set (a);
b find_set (b);
if (a '=b
if (rank[a] < rank/[b
swap (a, b);
parent|[b] = a;
if (rank[a] == rank/[b
++rank[al;

Obje varijante sa aspekta sloZzenosti su jednake, pa se u praksi mozZe primjenjivati bilo koja od
njih.
SloZenost operacija uz heuristiku ranga

Dokazac¢emo da je prosjecna sloZzenost algoritma koji koristi samo ovu heuristiku (bez
kompresije puteva) logaritamska 0( Logn) za jedan upit. Ako pokazemo da je dubina drveta
0( logn) za bilo koju varijantu heuristike, to ¢e automatski znaciti da logaritamsku sloZenost
za find_set a samim tim i za upite tipa union_sets.

Neka je rang dubina drveta. Dokazimo da ako je rang drveta k, tada to drvo sadrzi bar 2*
¢vorova, Sto znaci da je rang 0( Logn). Dokaz izvodimo indukcijom. Za k=0, tvrdenje
oCigledno vazi. Pri kompresiji puteva, dubina drveta se samo moze umanijiti. Rang drveta se
uveliCava sa k-1 na k kada se drvetu prispaja drvo ranga k-1. Po induktivnoj pretpostavci, u
svakom od drveta ranga k -1 ima bar 2** évorova, pa u novom drvetu ima bar 2* ¢vorova, $to
je i trebalo dokazati

Neka je sada rang veliCina drveta. Dokazimo da ako je broj cvorova u drvetu k, tada je visina
drveta ne veéa od [logk| . Opet primjenimo indukciju. Za k=1, tvrdenje je tatno. Kompresija
puteva nam ne smeta, jer se dubina mozZe samo umanijiti. PokuSajmo da spojimo dva drveta
veli¢ina ki i k.. Po induktivnoj pretpostavci, dubine tih drveta nisu vecée od [logk,| i |logk,|
respektivno. Ne umanjujuci opsStost, pretpostavimo da je prvo drvo vece (k.<k;). Tada ¢e



dubina poslije spajanja za ki+k, ¢vorova biti h :max([log klj, 1+ [log sz ). Sada treba dokazati
da vazi: h <[log(k, +k,| , odnosno logaritmovanjem obje strane

oh :max(zllogkll zllogsz) Sz\log(kl+k2.

Ovo je skoro ocCigledno, jer je ki < ki+kz i 2k,<ki+ko.

Primjena obje heuristike

Primjena obje heuristike daje najbolje rezultate. Dokaz sloZenosti je izuzetno dug i
matematicki zahtijevan, pa ga ne dajemo. Koga zanima, moze naci dokaz u knijizi
.introduction To Algorithms*®, autori Thomas H. Cormen, Charles E. Leiserson, Ronald Rivest.

Konacni rezultat je takav: vrijeme obrade jedne operacije je je u prosjeku O(a(n)), gdje
a.(n) oznaCava inverznu Akermanovu funkciju, koja raste izuzetno sporo pa se smatra skoro
konstantom (za vrijednosti n<10°®, a.(n) ne prelazi 4). Upravo zbog toga se za DSU govori
,Skoro konstantno vrijeme rada“.

Implementacija koja kombinuje kompresiju puteva i heuristiku ranga, gdje je rang dubina
drveta:

void make set (int v

parent|[v] = v;
rank|[v] = 0;

int find_set (int v

if (v == parent|v
return v;
return parent|[v] = find_set (parent|v]);

void union_sets (int a, int b
a = find_set (a);
b = find_set (b);
if (a !'= b
if (rank[a] < rank/[b
swap (a, b);
parent|[b] = a;
if (rank[a] == rank/[b
++rank[a]l;

Primjena DSU u zadacima i neka poboljSanja

Razmotricemo neke primjere upotrebe DSU, kako trivijalne tako i one koji zahtijevaju
poboljSanje same strukture.

PodrSka za komponete povezanosti grafa

Ovo je jedna od ocCiglednih primjena DSU, koja je, po svemu sudedi, i inicirala izu€avanje ove
strukture.


http://www.amazon.com/s/ref=ntt_athr_dp_sr_4?_encoding=UTF8&sort=relevancerank&search-alias=books&ie=UTF8&field-author=Ronald%20Rivest
http://www.amazon.com/Charles-E.-Leiserson/e/B000AQ6W9W/ref=ntt_athr_dp_pel_2
http://www.amazon.com/Thomas-H.-Cormen/e/B000AQ24AS/ref=ntt_athr_dp_pel_1

Formalno, zadatak je sljededi: dat je prazan graf i postepeno mu se dodaju grane (prvi tip
upita); drugi tip upita je (a,b) —da li su a i b u istoj komponenti povezanosti? Direktna
primjena gore opisanih struktura daje nam rjeSenje koje u prosjeku obraduje bilo koji upit za
konstantno vrijeme. Uzimajuéi u obzir da se prakti¢no isti takav zadatak pojavljuje i kod
Kruskalovog algoritma (vidi poglavlje ,Kruskalov algoritam®), odmah dobijamo poboljSanu
verziju algoritma koja prakticno radi za linearno vrijeme.

Ponekad se u praksi pojavljuje obrnuta verzija ovog zadatka: na poCetku je dat graf sa nekim
c¢vorovima i granama, i imamo upite tipa ,obrisati granu (a, b)“. Ako je zadatak off-line, tj. svi
upiti su poznati unaprijed, tada zadatak moZemo rijeSiti na sljedec¢i nacin: okrenemo zadatak
naglavacke tj. smatramo da imamo prazan graf u koji dodajemo grane — prvo posljednju
granu iz upita, pa pretposljednju, itd. Tako smo dobili nas obicni zadatak, koji smo ranije
rijesili.

Komponente povezanosti na slici

Data je slika sa nxm piksela, gdje su svi pikseli na pocCetku bijeli. Zatim su neki pikseli obojani
crnom bojom. Odrediti dimenzije svake bijele komponente povezanosti na konacnoj slici.

Opet koristimo DSU na sljedeci nacin: posmatramo sve bijele piksele i njihova Cetiri susjeda;
ako je susjed takode bijeli piksel, pozivamo union_sets za ta dva piksela. Na pocetku
imamo nxm ¢vorova, koji odgovaraju pikselima slike. Drveta koja dobijemo poslije zavrSetka
algoritma predstavljaju trazene komponente povezanosti.

PodrsSka dopunskoj informaciji za skupove

DSU dozvoljava Cuvanje bilo kakve dopunske informacije koja se odnosi na skupove. Prosti
primjer je Cuvanje dimenzije skupa, kako je opisano u implemenatciji ranga po heuristici (tamo
je to opisamo za lidere skupova). Zajedno sa liderom mozemo Cuvati svaku informaciju koja
nam je potrebna za konkretan zadatak. Medutim, takvo rjeSenje primjenom DSU nema
nikavih prednosti u odnosu na rjeSenje primjenom obilaska u dubinu (DFS).

Primjena DSU za sazimanje ,,skokova“ po segmentu. Zadatak o
bojanju segmenata u off-line rezimu

DSU se Cesto primjenjuje u sluCajevima kada imamo neku kolekciju elemenata i iz svakog
elementa vodi jedna grana. Tada mozZemo brzo (za skoro konstatno vrijeme) naci krajnju
tacku u koju dolazimo ako se kreéemo po datoj grani iz date polazne tacke.

Primjer takvog zadatka je bojanje segmenata: dat je segment duzine L, gdje je svaki jedini¢ni
segment obojan bojom 0. Zatim imamo upite oblika (1, r,c) —segment [ 1, r] obojati
bojom c. Potrebno je odrediti konacnu boju svakog jedinicnog segmenta. Upiti su poznati
unaprijed, pa je zadatak off-line.

Uvedimo DSU koja €e za svaki jedinic¢ni segment Cuvati pokaziva€ na najblizi neobojeni
jediniéni segment desno od tekuc¢eg segmenta. Na pocetku, svaki segment pokazuje na
samog sebe. Sada posmatrajmo upite u obrnutom poretku, od posljednjeg ka prvom. Za
izvrSenje upita, mi pomoc¢u DSU nalazimo krajnju lijevi neobojani segment, obojimo ga i
preusmjerimo sve pokazivace iz njega na sljedeci prazan segment desno od njega. Fakticki,
koristimo DSU sa kompresijom puteva ali bez heuristike po rangu, jer nam je vazno ko je lider



poslije spajanja. Zbog toga je slozenost 0( Llogn) po upitu, pri Cemu je konstanta sakrivena u
0() relativno mala u odnosu na ostale metode.

Implementacija:

void init
for (int i=0; i<L; ++i
make_set (1i);

void process_query (int 1, int r, int c
for (int v=1; ;
v = find_set (v);
if (v >=r break;
answer|v C;
parent|v v+1;

Medutim, moguce je koristiti i heuristiku po rangu: za svaki skup u nekom nizu end[ ]
c¢uvamo gdje se taj skup zavrSava (tj. krajnju desnu tacku). Tada je moguce spajati skupove
primjenom heuristike po rangu i postavljaju¢i novodobijenom skupu novu desnu granicu. Na
taj naCin dobijamo rjeSenje slozenosti 0(a(n)).

Podrska rastojanju do lidera

Ponekad se u konkretnim primjenama DSU pojavljuje potreba za rastojanjima do lidera tj.
broja grana od korijena drveta do tekuceg ¢vora. Ako ne bi bilo kompresije puteva, tada bi se
to jednostavno realizovalo — to bi bio broj rekurzivnih poziva u funkciji find_set. Kod
kompresije puteva, viSe grana mogu biti sazete u jednu. Zbog toga je potrebno za svaki Cvor
Cuvati i dodatnu informaciju — duZinu tekuce grane iz ¢vora do pretka. U implementaciji je
zgodno da niz parent[] i funkcija find_set umjesto jedne vrijednosti vrac¢aju par
vrijednosti (lider, rastojanje do lidera):

void make_set (int v

parent|v]| = make_pair (v, 0);
rank[v] = 0;

pair<int,int> find_set (int v

if (v != parent|[v].first
int len = parent|[v].second;
parent|[v] = find_set (parent|[v].first);

parent|v].second += len;

return parent[v];

void union_sets (int a, int b
a = find_set (a) .first;
b find_set (b) .first;
if (a !'= b



if (rank[a] < rank[b
swap (a, b);
parent|[b] = make_pair (a, 1);
if (rank[a] == rank/[b
++rank[al;

Podrska parnosti duZine puta i zadatak o provjeri bipartitnosti grafa u
online reZzimu

Po analogiji sa duzinom puta do lidera, moguce je podrzavati i parnost puta do lidera. Zasto
smo ovaj problem razdvojili od prethodnog?

Potreba za parno3¢u puta pojavjuje se u sljede¢em zadatku: dat je prazan graf, u koji se
dodaju grane a pojavljuju se i upiti tipa ,da li je komponenta koja sadrzi dati ¢vor bipartitni
graf?”

Mozemo uvesti DSU za komponente povezanosti i u svakom ¢voru ¢uvamo parnost puta do
njenog lidera. Lako mozemo provjeriti da li dodavanje konkretne grane naruSava bipartitnost
grafa ili ne. Ako krajevi grane pripadaju istoj komponenti povezanosti i imaju istu parnost puta
do lidera, tada dodavanje te grane kreira ciklus neparne duzine i komponenta vise nije
bipartitni graf. Glavna smetnja sa kojom se susrecemo je kako da spojimo dva drveta
uzimajuci u obzir parnost puteva. Ako dodamo granu (a, b) koja spaja dvije kompoonente
povezanosti u jednu, tada pri pripajanju jednog drveta drugom moramo mu dodijeliti parnost
tako da bi a i b imali raliCite parnosti. Izvedimo formulu koja nam to omogucava. Neka je x
parnost ¢vora a, y — parnost ¢vora b i t —traZzena parnost koju treba dodijliti lideru. Ako skup
sa ¢voron a pripojimo skupu sa ¢vorom b, tada se y ne mijenja, dok u ¢voru a mijenjamo
parnost na x/t, gdje je N operator ,bit po bit ekskluzivno ili“ (engl. bitwise xor). Nama
odgovara da se te parnosti razlikuju, tj. dobijamo jednacinu xAtAy=1, Cije je rjeSenje
t=xAyA1l.

Kao i u prethodnom poglavlju, koristicemo parove. Za svaki skup (komponentu povezanosti),
unizu bipartite[] ¢uvamo informaciju da li je bipartitni ili ne.

void make_set (int v

parent|v] = make_pair (v, 0);
rank[v] = 0;
bipartite[v] = true;

pair<int,int> find_set (int v

if (v != parent|[v].first
int parity = parent|[v].second;
parent|v] = find_set (parent|[v].first);

parent|[v].second A= parity;

return parent|[v];



void add_edge (int a, int b
pair<int,int> pa = find_set (a);
a = pa.first;
int X = pa.second;

pair<int,int> pb = find_set (b);
b = pb.first;
int y = pb.second;

if (a ==
it (x ==
bipartite[a] = false;

else
if (rank[a]l < rank[b
swap (a, b);
parent[b] = make_pair (a, x Ny A 1);
if (rank[a] == rank/[b
++rank[al;

bool is_bipartite (int v
return bipartite[ find_set(v) .first |;

RMQ (minimum na segmentu) za O(a(n)) u prosjeku u off-line verziji

Formalno, zadatak je sljedeci: realizovati strukturu podataka koja podrzava dva oblika upita:
dodavanje broja insert (i), i =1, ..., nitraZenje i uklanjanje teku¢eg minimalnog
broja extract_min( ). Smatraéemo da se svaki broj dodaje tacno jednom i da su nam upiti
poznati unaprijed (tj. zadatak je off-line).

Ideja rjeSenja je sljedeca: umjesto da po redu odgovaramo na upite, prodimo kroz brojeve
i=1..niodredimo koji je to upit Ciji je odgovor upravo broj i. Za to je potrebno naci prvi
neodgovoreni upit koji ide poslije upita insert (1) (koji je dodao broj u strukturu) — lako se
vidi da je upravo to upit Ciji je odgovor i. Na taj nacin, imamo situaciju slicnu zadatku o bojanju
segmenata. Mozemo dobiti rjeSenje za 0( Logn) u prosjeku po upitu ako ne koristimo
heuristiku po rangu, u svakom elementu Cuvamo pokazivac¢ na najblizi upit tipa
extract_min desno od tekuceg elementa i koristimo kompresiju puteva. Postoji i rjeSenje za
0(a(n)) ako koristimo heuristiku po rangu i u svakom skupu ¢uvamo broj pozicije gdje se
skup zavrSava. U prethodnoj varijanti, ta se informacija automatski pojavljivala jer su
pokazivaci iSli udesno — sad ih treba Cuvati eksplicitno

LCA (najmaniji zajedniCki predak u drvetu) za O(a(n)) u prosjeku u off-
line verziji
Algortam Tarjana za nalazenje LCA za 0(1) u prosjeku u online rezimu opisan je u

posebnom poglavlju. Razlikuje se od drugih algoritama LCA svojom jednostavnoScu, posebno
u poredenju sa optimalnim algoritmom Farah-Koloton-Bendera.



Cuvanje DSU u obliku eksplicitne liste skupova

Alternativni nacin Cuvanja DSU je da svaki skup predstavljamo pomoc¢u ulan¢ane liste
njegovih elemenata. U svakom elementu Cuva se i pokazivac na lidera skupa. Na prvi pogled
izgleda da to nije efikasno: pri spajanju dva skupa moramo jednu listu nadovezati na drugu i
takode obnoviti lidera kod svih elemenata jedne od listi. Ipak, pokazuje se da teZzinska
heuristika (tj. pravilo da manji skup dodajemo vec¢em) dozvoljava sustinski sniziti sloZzenost do
O(m+nlogn) za m upita nad n elemenata. Pripajanje jednog skupa drugom moguce je uraditi
za vrijeme proporcionalno broju elemenata u manjem a funkciju find_set za vrijeme 0(1).
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Dokazimo slozenost O(m+nlogn) za m upita. Fiksirajmo element x i pogledajmo kako na
njega utice operacija union_sets. Kada se to dogodi prvi put, skupa u kojem je x ima bar 2
elementa. Kada se to dogodi drugi put, skup ¢e imati bar 4 elementa (jer u veci skup
dodajemo maniji), itd. Dobijamo da nad x mozemo uraditi najvise |logn| spajanja, Na taj
nacin je, po svim ¢vorovima O0(nlogn) ijoS 0(1) za svaki upit, Sto ukupno daje
O(m+nlogn) .

Primjer implementacije:

vector<int> 1st|[MAXN];
int parent|[MAXN];



void make_set (int v
lst|[v] = vector<int> (1, v);
parent|v]| = v,

int find_set (int v
return parent|[v];

void union_sets (int a, int b
a = find_set (a);
b find_set (b);
if (a '= b
if (1lstla].size < 1lst|b].size
swap (a, b);
while (!lst[b].empty
int v = 1lst[b].back();
1st[b].pop_bac ;
parent|[v] = a;
lst[a].push_back (v);

Ideju pripajanja manjeg skupa vecem mozemo iskoristiti i u zadacima gdje se ne koristi DSU.
Na primjer, dat je sljedeCi zadatak: dato je drvo tako da je u svakom ¢voru tog drveta upisan
neki broj, pri Cemu se jedan te isti broj moze pojavljivati na viSe mjesta. Za svaki Cvor drveta
treba naci broj razliCitih brojeva u njegovom poddrvetu. Ako primjenimo istu ideju, mozemo
dobiti sljedece rjeSenje: pokrenemo DFS po drvetu, koji ¢e vracati pokaziva¢ na strukturu set
— listu svih brojeva u poddrvetu. Da bi dobili odgovor za tekuci ¢vor (ako on nije list), potrebno
je pokrenuti DFS za svu djecu tog ¢vora i spojiti sve dobijene strukture set u jednu. Broj
elemenata u toj strukturi set bice trazeni odgovor. Spajanje viSe skupova u jedan obavljamo
po principu ,manji skup dodajemo u veci“. Konacno dobijamo rjeSenje sloZzenosti 0(nlog?n),
jer dodavanje jednog elementa u set ima slozenost 0( Logn).

Cuvanje DSU u obliku eksplicitne strukture drveta

Jedna od moc¢nih primjena DSU je u tome Sto istovremeno moze Cuvati i sazetu
(komprimovanu) i nesazetu strukturu drveta. SaZeta struktura se koristi brzo spajanje drveta i
provjeru pripadnosti Cvorova drvetu, a nesazeta npr. za trazenje puta izmedu dva Cvora ili
drugih obilazaka strukture drveta.

Kod implementacije, to znaci da pored obi¢nog niza sazetih predaka parent[ ], uvodimo i
niz real_parent][], Jasno je da ovaj niz nikako ne utice na sloZzenost: promjene u njemu se
deSavaju samo pri spajanju dva skupa i samo u jednom elementu.
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Sa druge strane, u prakticnim primjenama, cesto treba spojiti dva drveta granom koj ne mora
polaziti iz korijena. To znaci da nemamo drugog izlaza osim da jedno od drveta moramo
~prelomiti”, da bi to drvo mogli prispojiti drugom drvetu i korijen tog drveta postavljamo kao
sina ka drugom kraju dodate grane. Na prvi pogled izgleda da je ova operacija veoma spora i
jako Ce uticati na sloZzenost. Zaista, da bi prelomili drvo u ¢voru v, moramo proci od tog ¢vora
do korijena drveta, obnavljajuci pokazivaCe parent[] i real_parent[]. Medutim, u
prosjeku to nije strasno, jer uzimamo manje drvo i slozenost jednog spajanja je O(logn).
Detalje mozete naci u poglavlju ,Nalazenje mostova grafa"“.

Istorijske nhapomene

Struktura DSU je poznata odavno. Nacin memorisanja u obliku Sume, je po svemu sudedi,
prvi put opisan 1964. godine (Galler, Fisher "An Improved Equivalence Algorithm™), ako je
potpuna analiza slozenosti prikazana mnogo kasnije.

Heuristike kompresije puta i spajanja po rangu su razradili Mcllroy i Morris, i nezavisno do njih
Tritter.

Jedno vrileme je bila samo poznata ocjena O(log*n) u prosjeku, koju su 1973.godine prikazali
Hopcroft i Ullman u radu "Set-merging algomthms”, gdje log*n oznacava tzv. iterirani
algoritam (to je sporo rastuca funkcija, ali ne toliko sporo kao inverzna funkcija Akermana).

Prvi se put ocjena O(a(n)) pojavila u radu Tarjana iz 1975. godine (Tarjan "Efficiency of a
Good But Not Linear Set Union Algorithm"). Kasnije je 1985. godine dobio istu ocjenu za
nekoliko razliCitih heuristika ranga (Tarjan, Leeuwen "Worst-Case Analysis of Set Union
Algorithms™).

Na kraju, Fredman i Saks su u radu "The cell probe complexity of dynamic data structures” iz
1989. godine dokazali da svaki algoritam DSU duzan raditi za minimum O(a(n)) u prosjeku.

Medutim, postoje radovi koji osporavaju tu ocjenu i tvrde da DSU sa heuristikama kompresije
puta i spajanja po rangu, npr.: Zhang "The Union-Find Problem Is Linear", Wu, Otoo "A
Simpler Proof of the Average Case Complexity of Union-Find with Path Compression".

Online judges zadaci
Spisak zadataka koji se mogu rijesiti primjenom DSU:

TIMUS #1671 "MayTtuHa AHaHcK" [sloZenost: niska]
CODEFORCES 25D "Ooporu He To/1bKO B Bepnauauun" [slozenost: srednja]

TIMUS #1003 "YéTHoCcTb" [sloZenost: srednja]
SPOJ #1442 "Chain" [sloZenost: srednja]



http://www.spoj.pl/problems/CHAIN/
http://acm.timus.ru/problem.aspx?space=1&num=1003
http://codeforces.ru/contest/25/problem/D
http://acm.timus.ru/problem.aspx?space=1&num=1671
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